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圆心不对称投影修正的相机标定
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摘要：采用圆心作控制点的相机标定方法需要修正由不对称投影引起的投影误差，以提高标定精度。本文根据成像模型

推导了基于直接线性变换法的投影误差计算公式。提出了先估计投影变换矩阵，直接用其元素计算空间圆在图像平面

上的投影，对圆心的图像坐标进行修正后，再次计算投影变换矩阵。该方法无需矩阵分解，避免了不同坐标系的转换。

模拟实验结果证明了投影误差计算公式的正确性。实际实验表明，在相机分辨率为７８０ｐｉｘｅｌ×５８２ｐｉｘｅｌ，空间圆半径为

２０ｍｍ时，修正误差后的标定误差为０．１９ｐｉｘｅｌ，优于未修正时的误差０．２０ｐｉｘｅｌ，结果表明该方法可行有效。
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１　引　言

　　相机标定过程建立了物点空间三维坐标和相

应图像二维坐标的关系［１］。现有的相机标定技术

大体可分为两类［２］：经典相机标定法和自标定法。

经典标定方法需要使用具有高精度标准点的参照

物，通过建立标定参照物上坐标已知的控制点与

其图像坐标计算相机参数，这种方法精度较高也

比较稳定。

控制点图像坐标的检测精度是保证标定精

度的前提之一［３］，需选择合适的控制点。根据不

同环境和标定方法的需求，特征标志或控制点也

可以采用不同类型。有些控制点，如直线的交点、

方格块的顶点，它们的图像坐标提取对灰度阈值

比较敏感，如果阈值选取的不恰当，会增加提取的

难度。另一些控制点没有这类问题，如圆形或方

形标志，其形心容易用重心法等获得，但用重心法

求标志形心获得控制点却很少被采用，其原因是

不对称投影会造成标志的变形。其重心法求得的

重心并非标志圆心在图像平面上的投影。因此，

在标定算法进行前，要修正由不对称投影引起的

误差。Ｈｅｉｋｋｉｌａ
［４］提出了一种修正的方法，此方

法需要先分解投影转换矩阵，计算相机内外参数

的初值，如果投影转换矩阵的初值不够精确，可能

会导致相机内外参数初值的巨大误差，而且该方

法计算量较大。

为此，提出一种基于 ＤＬＴ模型的修正不对

称投影误差的算法。采用圆心做控制点以避免阈

值选择问题，在未修正误差的情况下计算投影转

换矩阵的初值，再利用推导的公式计算所产生的

误差，修正误差后，重新计算投影转换矩阵。实验

结果证明所提出的算法是有效的，并总结了一些

规律。

２　直线线性变换法

　　 传统的直接线性变换法（ＤＬＴ）建立了物点

空间三维坐标和相应图像二维坐标间的线性关

系［５］，这个方法是基于共线原则的，即物点、相机

光心、和它们的成像点共线。ＤＬＴ基本公式如下

狌＝
犾１狓＋犾２狔＋犾３狕＋犾４
犾９狓＋犾１０狔＋犾１１狕＋１

狏＝
犾５狓＋犾６狔＋犾７狕＋犾８
犾９狓＋犾１０狔＋犾１１狕＋

烅

烄

烆 １

， （１）

其中，（狌，狏）是图像坐标，（狓，狔，狕）是空间坐标。

将这个公式中的系数犾组成一个３×４的矩阵犔，

则上式可简写为

珦犿＝犔珮犕 ， （２）

珦犿和珮犕 分别为图像坐标和空间坐标的齐次坐标，

犔称之为投影转换矩阵，其最后一个元素值可暂

设置为１。

现在的线性标定法大都基于相同过程［６７］：

先估计出犔矩阵的初值，再将此矩阵分解为内外

参数，解出相机参数的封闭解。这类方法的一个

缺点是它们没有优化搜索的过程，其中有些方法

未考虑畸变，而即便是高精度相机也有畸变，所以

导致标定精度不高。另一个缺点是对噪声相当敏

感，如果犔矩阵的初值精确度不够，可能会导致

分解结果内外参数的巨大误差，其后的搜索过程

也将失败。文献［８］提出将一部分相机参数的初

始值事先设定好，再进行矩阵分解，但在有些情况

下，某些相机参数是事先无法得知的，这样上述方

法也就不适用了。

实际上，很多应用相机标定的场合，其最终目

的是恢复物点的空间３Ｄ坐标并将误差控制在一

定范围内，恢复物点空间３Ｄ坐标的过程并不一

定要用到分解矩阵得到的内外参数的值。

文中采用的是一种基于 ＤＬＴ 模型改进算

法，对犔矩阵不做分解，其后的计算直接用犔矩

阵的元素，以此提高精度，并减少了计算量。

３　修正投影误差

　　 这一部分详细叙述了修正投影误差的算法，

先讨论了选择控制点应遵循的原则，然后推导了

修正误差所需的公式。

３．１　控制点的选择

控制点的图像坐标可用手动或自动检测算法

方法获得。采用自动检测算法的前提是图像是二

值图像，所以从相机所获得的灰度或彩色图像必

须先转换成二值的。这种转换也就是对图像用阈

值法进行分割，而阈值法对所选取的阈值很敏感。

不合适的阈值可能加大检测控制点的难度。
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本文选用圆心作为控制点，由于圆是中心对

称的图形，圆心的检测对灰度阈值不是很敏感，但

它却带来另一个问题。一般投射投影不是保形转

换，只有直线的投影还是直线。对于投影面积非

零的二维（三维）物体，如果不与图像平面平行，就

会产生投影畸变。任意形状包括圆形都是如此。

如果用圆心做控制点，为了使标定结果达到一定

精度，必需考虑投影畸变的影响，并修正此误差。

下面推导了采用ＤＬＴ模型的标定算法时不

对称投影误差的修正公式，注意到以下公式都是

基于ＤＬＴ的，如果采用其它模型，以下公式需变

形后才能使用。

３．２　不对称投影误差的修正

如图１所示，Γ１ 为空间圆标志所在的平面，

犅１ 是该圆的轮廓，犆１ 是该圆中心，Γ２ 是图像平

面，如果Γ１ 和Γ２ 不平行，则犅１ 投影到图像平面

图１　投影模型

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

的曲线就会产生不对称形变，变成一椭圆，其边界

为犅２，用重心法求出的犅２ 的中心犆３ 并非原标志

犅１ 中心在图像平面上的投影犆２。为了简便起

见，世界三维坐标的犡犗犣（犢犗犣）选择与标定（空

间）圆平面平行，令犆１ 的世界坐标为（狓０，狔０，狕０），

则曲线犅１ 在世界中的表达式为

（狓－狓０）
２＋（狕－狕０）

２＝犚２

狔＝狔
｛

０

， （３）

参数犚为圆的半径。根据（１）式可得犆１ 的投影

犆２ 的图像坐标为

狌０＝
犾１狓０＋犾２狔０＋犾３狕０＋犾４
犾９狓０＋犾１０狔０＋犾１１狕０＋１

狏０＝
犾５狓０＋犾６狔０＋犾７狕０＋犾８
犾９狓０＋犾１０狔０＋犾１１狕０＋

烅

烄

烆 １

， （４）

与Ｈｅｉｋｋｉｌａ
［８］提出的方法不同的是，无需将

（３）式从世界坐标转换到相机坐标
［９］，因此减少了

计算量。为了得到犅２ 的曲线表达式，将（１）式进

行变形可得

狓＝（犪１狌＋犫１狏＋犮１）／（犪３狌＋犫３狏＋犮３）

狕＝（犪２狌＋犫２狏＋犮２）／（犪３狌＋犫３狏＋犮３
｛ ）

，（５）

其中

犪１＝－［犾７－犾８犾１１＋（犾７犾１０－犾６犾１１）狔］，

犫１＝－［－犾３＋犾４犾１１＋（犾２犾１１－犾３犾１０）狔］，

犮１＝－［犾３犾８－犾４犾７＋（犾３犾６－犾２犾７）狔］，

犪２＝－［－犾５＋犾８犾９＋（犾６犾９－犾５犾１０）狔］，

犫２＝－［犾１－犾４犾９＋（犾１犾１０－犾２犾９）狔］，

犮２＝－［犾４犾５－犾１犾８＋（犾２犾５－犾１犾６）狔］，

犪３＝犾７犾９－犾５犾１１犫３＝犾１犾１１－犾３犾９犮３＝犾３犾５－犾１犾７．

　　将（５）代入（３），则曲线犅２ 在图像平面中的

表达式为：

（犪４狌＋犫４狏＋犮４）
２＋（犪５狌＋犪５狏＋犮５）

２＝犚２（犪３狌＋犫３狏＋犮３）
２，

（６）

其中犪４＝犪１－狓０犪３，犫４＝犫１－狓０犫３，犮４＝犮１－狓０犮３，

犪５＝犪２－狕０犪３，犫５＝犫２－狕０犫３，犮５＝犮２－狕０犮３．

　　根据解析几何中求重心的公式，可得犆３ 的图

像坐标：

狌犮＝
犿２犿６－犿３犿５
犿２犿４－犿１犿５

狏犮＝
犿１犿６－犿３犿４
犿１犿５－犿２犿

烅

烄

烆 ４

， （７）

其中，犿１＝犪
２
４＋犪

２
５－犚

２犪２３，犿２＝犪４犫４＋犪５犫５－

犚２犪３犫３，犿３＝－（犪４犮４＋犪５犮５－犚
２犪３犮３），犿４＝犿２，

犿５＝犫
２
４＋犫

２
５－犚

２犫２３，犿６＝－（犫４犮４＋犫５犮５－犚
２犫３犮３）．

　　一般情况下，（狌犮，狏犮）和（狌０，狏０）并非同一点，

因此它们之差就可以作为误差的修正量。

狌犱＝狌犮－狌０

狏犱＝狏犮－狏
｛

０

， （８）

犱＝狌２犱＋狏
２
犱． （９）

式（９）即为投影误差。而后采用递归的方法去修

正该误差，即先用重心法求得的图像坐标去求犔

矩阵，再利用（７）求其实际的空间圆心投影，然后

用修正后的圆心坐标再次计算犔 矩阵，直到式

（９）不再变化为止。

４　实验和分析

　　本节将上述修正方法应用于仿真数据和拍摄

图片，以考察各参数与投影误差式（９）间的关系，

以及修正该误差对精度的提高。
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４．１　仿真实验

为了统一仿真数据和拍摄图片中的数据单

位，对式（９）做了调整：

犱＝（狌２犱＋狏
２
犱）／犱狓． （１０）

上式中的犱狓 为水平像元间距，并假定仿真实

验中，垂直像元间距犱狔＝犱狓，图像坐标的两坐标

轴垂直，调整后投影误差犱的单位变为像素。

进行仿真实验时，首先需构造投影变换矩阵

犔，可采用下列方法构造：

（１）设定相机内外参数的值，具体如下：

表１　相机参数设定

Ｔａｂ．１　Ｃａｍｅｒａｐａｒａｍｅｔｅｒｓｓｅｔｔｉｎｇ

像元间距ｄ狓／ｍｍ ０．００８３

有效焦距犳／ｍｍ １１．６

图像中心（狓ｃ，狔ｃ）／ｍｍ （３．２３７，２．４５３）

外方位角元素（φ，ω，κ） （３０°，０°，０°）

外方位直线元素（犜狓，犜狔，犜狕）／ｍｍ （０，０，１０００）

以上参数值在不违背实际情况的条件下可随

意选取；

（２）计算内部参数矩阵

犔ＩＮ＝

犳 ０ 狓犮

０ 犳 狔犮

熿

燀

燄

燅０ ０ １

． （１１）

计算旋转矩阵犚和平移矩阵犜；

（３）利用下式计算投影变换矩阵犔

犔＝
１

狊
犔ＩＮ犚［犐－犜］． （１２）

上式中，犐为单位矩阵，狊为比例因子。

基于投影误差数学模型式（１０），仿真实验从

以下几个方面考察投影误差犱与空间圆方位参

数关系：

（１）改变空间圆所在平面与图像平面的夹角

θ

空间圆半径固定为２０ｍｍ，空间圆所在平面

与图像平面的距离固定为１０００ｍｍ，投影误差随

空间圆所在平面和图像平面的夹角的变化趋势并

不是单调的，在夹角约４０°时，投影误差出现极大

值，而当夹角为０°时，也即两平面平行时，投影误

差为０，该情况符合前面的分析。

（２）改变空间圆圆心与图像平面的距离犇

空间圆半径固定为２０ｍｍ，空间圆所在平面

图２　夹角变化时投影误差曲线图

Ｆｉｇ．２　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅａｓｔｈｅａｎｇｌｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ

与图像平面的夹角固定为３０°，考察了距离从

１０００ｍｍ到１６００ｍｍ时投影误差的变化情况。

从图３中可看出，投影误差随着距离犇 的增加而

减少，最大值约０．２７ｐｉｘｅｌ，而最小值只有不到

０．１４ｐｉｘｅｌ。

图３　距离变化时投影误差曲线图

Ｆｉｇ．３　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅａｓｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ

（３）改变空间圆半径的长度狉

空间圆所在平面与图像平面的夹角固定为

３０°，空间圆所在平面与图像平面的距离固定为

１０００ｍｍ，改变空间圆的半径长度，从１０ｍｍ到

５０ｍｍ。如图４所示，投影误差随着距离狉的增

图４　半径变化时投影误差曲线图

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅａｓｔｈｅｒａｄｉｕｓｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ
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加而增加，而且增加幅度明显，从不到０．１ｐｉｘｅｌ

增加到接近１．９ｐｉｘｅｌ，由此可看出，投影误差值

对半径长度比较敏感。

为简便起见，以上误差值的计算，均未考虑到

相机的径向畸变的影响。需要指出的是，图中所

示的曲线只是反应了投影误差的变化规律和趋

势，当相机参数值或空间圆位置改变时，具体的实

验数据也随之变化。

４．２　实际实验

实际实验中采用ＣＣＤ相机对模版拍摄以验

证文中提出算法的有效性［１０］。该ＣＣＤ相机型号

为ＢＡＳＬＥＲＡ３１２ｆ，分辨率７８０ｐｉｘｅｌ×５８２ｐｉｘｅｌ，

图像传感器大小为６．４９ｍｍ×４．８３ｍｍ。标定模

版为二维模版，有两个相互垂直的平面，其上贴有

由激光打印机打印的标志圆，半径长度为２０

ｍｍ，如图５所示，图中圆心坐标的检测可采用重

心法或Ｈｏｕｇｈ变换法。

图５　实际实验所用图片

Ｆｉｇ．５　Ａｎｒｅａｌｉｍａｇｅｆｏｒｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

为了测试所提算法对相机标定精度的影响，

我们做了两组实验，其中标定算法均采用前文所

述的方法，即直接求投影转换矩阵，不对它进行分

解。由于采用的不是高精度的工业用相机，标定

过程中都考虑了径向畸变，犔的最后一个系数为

径向畸变系数。所不同的是，前一组实验采用从

图像中直接检测到的圆心，后一组采用做了投影

误差修正的圆心。其实验比较结果如表２所示。

表中的误差是控制点的真实图像坐标与其再

投影后的图像坐标之间的均方根距离，。可以看

出，修正投影误差后，标定精度提高了，但提高幅

度并不明显，原因有两点：（１）实验所使用的相机

分辨率并不高；（２）实验所用的空间圆的半径长度

仅为２０ｍｍ，根据仿真实验的结果，此时的误差

并不大。

表２　实验结果比较

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓ

未修正圆心

犔 １０－３×

－３．１６７ ３．７７０ －８．６８２ －３７６７

－８．３０１ ３．３８２ 　４．０７０ －１７６９

　０．５０９ ０．５３８ 　０．２６３ 　

熿

燀

燄

燅０．４２３

误差／ｐｉｘｅｌ ０．２０

修正圆心

犔 １０－３×

－３．１４０ ３．７７１ －８．６９７ －３７６６

－８．２６６ ３．３７６ 　４．０３９ －１７６９

　０．５０４ ０．５３２ 　

熿

燀

燄

燅０．２７３ －０．２７０

误差／ｐｉｘｅｌ ０．１９

５　结　论

　　 文中给出了一种基于ＤＬＴ模型采用圆心做

控制点的相机标定法。该方法无需分解矩阵求相

机参数，以避免由于矩阵初值不精确导致相机参

数误差较大，直接利用矩阵元素修正投影误差，大

大减少了计算量。实验分析了投影误差大小与空

间圆系数的关系，实际实验结果证明该方法提高

了标定精度，在相机分辨率为７８０ｐｉｘｅｌ×５８２

ｐｉｘｅｌ，空间圆半径为２０ｍｍ时，修正误差后的标

定误差为０．１９ｐｉｘｅｌ，优于未修正的结果。
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年于武汉理工大学获得硕士学位，主要

从事机器视觉，非线性信号处理和检测

等方面的研究。Ｅｍａｉｌ：ｓｕｈａｎｇ９９０８＠

１６３．ｃｏｍ
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